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Введение 
Определение 1. Законом сохранения называют соотношение вида 
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сохраняющимся током назовём вектор 1( ,..., )nS S S , удовлетворяющий условию (1). 

Это определение далее будет уточнено. 
Э. Нетер в 1918 г. установила связь между инфинитезимальными симметриями функционала 
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1( ,..., )nx x x  – независимые переменные; 1( ,..., )mu u u  – зависимые функции, определённые в не-
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 – их частные производные [6]. 

Позднее важные результаты в этом направлении были получены Ф. Клейном и К. Якоби. В 
70-е годы прошлого столетия было получено много обобщений теоремы Нетер на другие виды 
симметрий. 

Заметим, что законы сохранения, без этого термина, использовались ранее в работах Рима-
на и Вольтерра. Они применяли известное тождество 

* div , 0, * 0vLu uL v S Lu L v    , (2) 

где L  – линейный оператор; *L  – оператор, формально сопряжённый к L . 
Риман, а позднее Вольтерра с помощью тождества (2) решали краевые задачи для гипербо-

лических уравнений [13]. Актуальность краевых задач и разнообразные подходы к их решению 
отмечены в работах [1–3; 7; 9]. 

Подход к построению законов сохранения, обобщающий результаты Нетер на произволь-
ные системы дифференциальных уравнений, появился в работах [4; 18]. Авторами этих работ был 
введён оператор универсальной линеаризации, который для системы дифференциальных уравне-
ний  
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Обобщённый дифференциальный оператор по jx  есть 
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  , где 1( ,..., 1,..., )j nj i i i   . 

Пусть 1
1 ... nii

nD D D    , где   определено выше. Тогда 

1 2* div , ( ) 0, * ( ) 0F F F Fl l S l F l F            , (4) 

где 1 2Π ,Π  – некоторые линейные дифференциальные операторы, одновременно не тождественно 

равные нулю. Здесь и далее под системой (3) понимаются также и все её дифференциальные след-
ствия вида ( ) 0 , .iD F i    Функции ,   называются производящими функциями симметрий и 

законов сохранения соответственно. 



 
 
 

Из (4) получаем следующее более точное определение закона сохранения. 
Определение 2. Законом сохранения называют соотношение вида 

div Π( ),S F  (5) 

где П – некоторый линейный дифференциальный оператор, тождественно не равный нулю. 
Равенство (5) позволяет искать законы сохранения более простым способом, чем через по-

иск производящей функции   закона сохранения, и именно в том виде, который более устраивает 
исследователя. С помощью формулы (5) были найдены законы сохранения, которые удалось ис-
пользовать для решения краевых задач механики деформируемого твёрдого тела (МДТТ). В этом 
и состоит скромный вклад авторов в данную тематику.  

Законы сохранения и их использование для решения гиперболических систем уравне-
ний МДТТ 

Вычислим законы сохранения для уравнений идеальной пластичности и используем их для 
решения задачи Коши [10]. 

В определениях первой части имеем 
1 2 2 2 2

1 1 1 2cos 2 sin 2 0,F u u u u u    1 2 2 2 2
2 2 1 2sin 2 cos 2 0,F u u u u u     

1 2, .u p u    

Это система гиперболического типа. 
Задача Коши для неё имеет вид 
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получим 
1 1

1 2 ( )w w A F    . (6) 

Система (6) линейна, поэтому она имеет бесконечную серию законов сохранения. 
Имеем (см. рис.1): 

1 2div
S PS

wdxdy w dy w dx     1 2

SR

w dy w dx   1 2 0
RP

w dy w dx   . (7) 

Находим такие решения системы (6), чтобы 0
SR RP

   . 

 Тогда из (7) можно, интегрируя по частям, найти коорди-
наты точки пересечения R. Это позволяет построить характери-
стики системы уравнений пластичности и тем самым решить за-
дачу Коши.  

Использование законов сохранения для решения кра-
евых задач для уравнений эллиптического типа, описываю-
щих изгиб композитного бруса 

Постановка задачи. Рассмотрим брус, изготовленный из 
упругопластического материала, армированный n упругими во-
локнами (см. рис. 2). Один конец бруса закреплён в точке 0z  , 
на втором конце бруса при z l  подвешен груз весом P  в нача-

ле координат, которое совпадает с центром тяжести сечения. Матрица бруса имеет модуль упруго-
сти G и предел текучести при чистом сдвиге .sk  Волокна расположены вдоль оси бруса в произ-

 

Рис. 1. Задача Коши 



 
 
 
вольном порядке параллельно оси z . Каждое волокно имеет круглое сечение, центр волокна рас-
полагается в точке с координатами ( , )i ix y , радиус волокна равен R, модуль упругости iG . Преде-

лы текучести волокон превосходят предел текучести матрицы. Касательное напряжение между 
волокном и матрицей равно sk   [8]. 

 

 
 

Рис. 2. Брус с упругими волокнами 
 

Заданный процесс описывается уравнением равновесия:  
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Из двух последних уравнений (8) с учётом первого получаем 
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где K  – постоянная, являющаяся углом поворота объёмного элемента бруса относительно оси z ; 
, ,xz yz z    – компоненты тензора напряжений; S  – поперечное сечение бруса; I  – момент инерции 

относительно оси y .  
Граничные условия на боковой поверхности бруса, свободной от напряжений и находящей-

ся в пластическом состоянии, имеют вид 
2 2 2 2 2

0 0 0, 1/ 3 ,xz yz xz yz s zn m k k            

где 0 0,n m  – компоненты вектора нормали к боковой поверхности, которые можно записать в виде 

, .xz yzmk nk      (10) 

На границе между волокном и матрицей выполняются условия 
2 2 2, ,xz i yz i xz yzm n k          

где ,i in m  – компоненты вектора нормали к боковой поверхности i-го волокна, которые запишем в 

виде 



 
 
 

2 2 2 2, .xz yzm n k n m k             (11) 

Далее в формулах (9) – (10) выбирается верхний знак. 
Законы сохранения уравнений (8) – (9). Для удобства дальнейших вычислений введём 

следующие обозначения: 
, .xz yzu v     

Тогда задача (7) – (11) запишется так: 

1 / 0,x yF u v Px I     (12) 
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на боковой поверхности 
, ,u mk v nk     

на границе волокна и матрицы 

2 2 2 2, .u m n k v n m k         

Определение. Законом сохранения для системы уравнений (12) назовём выражение вида 

1 1 2 2( , , , ) ( , , , ) ,x yA x y u v B x y u v F F     (13) 

где 1 2,   – некоторые линейные операторы, одновременно не равные тождественно нулю. 

Более подробно технику вычисления законов сохранения и их использования можно найти 
в [5; 11; 12; 14–17]. 

Пусть 
1 1 1,A u v     2 2 2 ,B u v      (14) 

где 1, ,i i i    – функции только от , .x y  Подставляя (14) в (13), получаем 

1 2 0,x y   1 2 0,x y   1
1 ,   1

2 ,   2
2 ,   2

1 ,  
1 2 1 1/ [2 (2 ) / ( (1 ))].x y Px l K P y I            

Отсюда следует 
1 1 0,x y    1 1 0,x y    1 2 1 1/ [2 (2 ) / ( (1 ))].x y Px l K P y I            (15) 

Рассмотрим для системы уравнений (15) два решения, имеющие особенности в произволь-
ной точке 0 0( , )x y  сечения: 
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(17) 

где 0 0,x y  – постоянные. 

Вычисление напряжённого состояния в точке  0 0,x y  

Пусть 0 0( ; )x y – произвольная точка, принадлежащая связующему, и пусть в этой точке со-

храняющийся ток имеет особенность вида (16) или (17). Тогда из (13) следует 

0
1

( ) 0
i

n

x y
iS Г Г

A B dxdy Аdy Bdx Ady Bdx Ady Bdx
 

             , (18) 

где   – окружность 2 2 2
0 0( ) ( )x x y y      (см. рис. 3).  

 

 
 

Рис. 3. Область интегрирования 
 

Рассмотрим решение (8), полагая 0 0сos , sinx x y y        , тогда из (18) с учётом (16) 

при 0   получаем 
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Рассмотрим другое решение уравнений (15) вида (16). 
Почти дословно повторяя предыдущие рассуждения с решением (18), получаем  
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Заключение 
Полученные формулы позволяют вычислить напряжённое состояние в любой точке связу-

ющего материала. Те точки, где 2 2 2
xz yz k    , будут находиться в пластическом состоянии, 

остальные точки среды, а также волокна будут оставаться упругими.  
Предложенный метод решения позволяет построить упругопластическую границу в изгиба-

емом композитном брусе и тем самым оценить его несущую способность. Многообразие компози-
тов и их огромная практическая важность позволяют надеяться, что предложенная авторами мето-
дика позволит оценивать прочность конструкций, изготовленных из композитов. 
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